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l. INTRODUCCION
Antes de comenzar el análisis de la teoría de
los prob 1emas de contorno de 1a Geodes i a Fi s i c a , no es i nút i 1
razonar un instante sobre como se plantean estos problemas,
que cosa queremos decir cuando nos referimos a ellos y cual
es su papel con respecto a otras ciencias, otras disciplinas
y respecto a la Geodesia misma.
Casi todas las observaciones de tipo geodésico
dependen del campo de la gravedad y de otros parámetros
incógnitas entre los cuales normalmente se encuentra la
posición del punto donde se efectúa la medida. En general,
si por Qo designamos un observable de tipo geodésico, tendremos
Qo i = F ( P i ' A , W) + Vi (1 )
con Pi .... punto de medida
A parámetros adicionales
W potencial grav;fico terrestre, y
error de medida
Naturalmente algunas cantidades Qoi dependen más del
campo de la gravedad que otras. Por ejemplo, las direcciones
acimutales dependen poco del campo y de h , pero mucho de (.,A);
la medida de la gravedad depende mucho del campo y de h, pero
poco de (~, A).
Con frecuencia medidas de un cierto tipo se repiten en
muchos puntos de un cierto área (pensemos por ejemplo en medidas
de gravedad). Cuando la distancia entre los puntos de-medida es
tal que no añade información sobre Q:, es decir, cuando una téc-
I
nica cualquiera de interpolación permite predecir Q en otros
puntos con un error pr ox tmo al error de medida a("l, se puede
sustituir el problema de estimación discreto por uno continuo.
Pero, ¿por qué d e sc r i b t r lo como un conti nuo?; por el simple mo-
tivo de que si queremos tratar esta gran cantidad de datos como
un discreto, debemos resolver problemas numéricos enormes, irre-
solubles desde el punto de vista práctico. Así pues, el hecbo de
tomar este proceso, que es discreto por naturaleza, como un con-
tinuo, es un instrumento que permite hacer los cálculos y obte-
ner la solución. Por consiguiente, el primer aspecto es que siem
pre en Geodesi a hay esta posibilidad, este interés de pasar !le 1a
descripción discreta a la descripción continua y viceversa.
De todo esto se concluye que, en línea de principio,
de cualquier observación de tipo geodésico repetida muy frecuen-
temente en puntos próximos, se puede derivar un problema de co~
torno; es decir, jrn problema en el cual las incógnitas sean el
campo de gravedad y (aquí hay una diferencia fuerte entre la
Geodesia y otras disciplinas) el contorno, es decir la superficie
física de la Tierra. Es por esto por lo que se dice que el obje-
to de la Geodesia Física es la determinación de la superficie
física de la Tierra y su campo de gravedad en el exterior.
Ahora bien, ¿qué es la superficie física de la Tierrit.
No debemos pensar que la idea que subyace es la de tratar de re-
construir la superficie geométrica de la Tierra a partir de me-
didas de la gravedad por ejemplo, pues nunca seríamos capaces de
hacer un número adecuado de medidas. Además la superficie geomé-
trica se caracteriza por ser:
* extremadamente complicada, y su complicación aumenta a medida
que aumenta el grado de resolución;
* extremadamente inestable porque varí a muy rápi damente en el
tiempo;
* dependiente de factores geométricos naturales o artificiales
que tienen sin embargo poca influencia en el campo de la grave-
dad.
Por el contrario, por superficie física de la Tierra
entendemos una superficie estable (a lo más sujeta a variaciones
seculares), que interpolando los puntos de medida físicamente de-
finidos (señales sobre las cuales es posible volver) se mantiene
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-próxima a la superficie geométrica, y de tal forma que si sobre
ella se conoce el campo de la gravedad(la parte sujeta a 10 más
a variaciones seculares) éste puede ser completamente determina-
do en el exterior_
Cuando decimos que la superficie geo~étrica es proxlma
a la superficie f'sica se debe entender que ·las oscilaciones en
el espacio y en el tiempo de la primera respecto de la segunda
son tales que producen sobre la superficie f'sica variaciones
del campo menores que los errores de medi da, o menores que 1a
precisión con que se quiere conocer el campo de gravedad, de
tal modo que las hipótesis de que el campo no tenga masas en el
exterior de S y sea estacionario (o varíe secularmente) sean fí-
sicamente aceptables.
Observamos que casi todas estas propiedades las veri-
fica el Geoide con la única diferencia de que las masas exterio-
res al Geoide no son despreciables y que él no pasa por los pun-
tos de medida; por consiguiente, su determinación requiere nece-
sariamente "desplazar" el punto de observación o bien se convier
te en una operación inestable. La primera es la solución clásica
(problema de Stokes).
Resumamos ahora para que sirve conocer el campo de la
gravedad de una forma detallada en las proximidades de la super-
ficie de la Tierra:
* para el posicionamiento de puntos con observaciones tradicio-
nales (correcciones a las ecuaciones 3-D de observación, elimi-
nando la parte dependiente del campo anómalo);
* en particular para el enlace de un sistema de altitudes í n t r í se-
co (obtenido con nivelación) con un sistema dealtitudes geométri-
co (obtenido con GPS);
* para el posicionamiento de puntos con métodos inerciales, los
cuales dan una notable precisión sólo si se conoce bastante bien
el campo de la gravedad;
* para la navegación (que hace uso de instrumentos inerciales)
marítima y aérea;
* para la navegación espacial y el cálculo preciso de órbitas de
satélites vecinos;
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* para la descripción geofísica global del planeta y sus condi-
ciones de equilibrio (problemas inversos, isostasia}j
* para 1 a oceanografí a, para 1a determi naci ón de 1 a di ferenci a
entre la superficie actual del mar y las superficies e qu i po t e n-
e i a 1e s del e am p o ('se a s u rf ae e t o p o g r a p hy');
* aplicaciones de ingeniería;
* investigación en geofísica aplicada, porque el campo residuo
entre el campo local y el campo global puede ser generado sólo
a partir de anomalías locales de densidad.
Una vez vista,aunque de forma poco detallada, la impor-
tancia de la determinación del campo de la gravedad, debemos
analizar también cuál es el papel de los problemas de contorno
de la Geodesia Física.
Esencialmente, podemos decir que en Geodesia tienen el
papel de problemas de referencia:
* su análisis permite saber si los problemas discretos aso-
e i ados es t á n bi en propuestos o no;
* se puede comprender que propiedades (funcionales)
campo son predecibles de forma estable;
del
* proporcionan métodos directos de solución numérica cuya
aplicación puede ser menos gravosa que la solución direc-
ta de (1) (con el oportuno principio de norma mínima).
En resumen, los problemas de contorno de la geodesia
física forman parte de los fundamentos teóricos de la geodesia
y constituyen un posible método para proporcionar soluciones nu-
méricas.
2. PLANTEAMIENTO CLASICO
2.1. Problema de MolodenSky o problema de contorno gravimétrico
vectorial
En este capítulo analizamos en primer lugar el proble-
ma de contorno gravimétrico vectorial, conocido en Geodesia has-
ta hace poco como el único problema de contorno de la Geodesia
Física y denominado de Molodensky. Veremos su formulación corr~
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ta y que distancia existe,en términos de las aproximaciones que
debemos hacer,para ir de la formulación general hasta la fórmula
de Stokes, fórmula que ya se conocía en la mitad del siglo XIX.
La fórmula de Stokes es una solución clásica, numérica, imp1e-
mentable, implementada y utilizada. Cada paso lo trataremos de
hacer de una forma crítica: intentaremos analizar cada hipótesis
y ver que trae consigo cada simplificación, tratando de entender
que se debe demostrar para hacer el paso rigurosamente.
Supongamos que tenemos a nuestra disposición una cama-
ra cenital, que permite determinar por observaciones a las es-
trellas la dirección de la vertical en el punto de observación;
un gravímetro absoluto que mide la gravedad en el punto esta-
ción; y un nivel, que nos permite medir el desnivel existente
entre puntos. Evidentemente, combinando la gravedad con el des-
nivel podemos determinar la diferencia de potencial entre ambos
puntos.
Por consiguiente, supondremos que sobre la superficie
S (incógnita) conocemos (W, g,~,II) con ~ Y fI latitud y longitud
astronómica respectivamente; esto significa que tenemos un con-
junto de datos organizados en cuaternas para el cual se sabe que
cada cuaterna corresponde al mi smo punto.
A partir de estos datos queremos determinar la super-
f ie ie f í sic a del a Ti e r r a S y el po ten c i a 1 e n e 1 e x ter io r. (De
ahora en adelante designaremos por B yn el interior y el exterior
de la Tierra r e sp e c t t v eme n t e v l Este problema se conoce con el -
nombre de "problema de Mo10densky" y nosotros le aHadimos el ad-
jetivo vectorial para indicar que sobre S se conoce el vector
gravedad completo.
En todo 10 que sigue supondremos que la tierra es rí-
gida, que el movimiento del polo se conoce y que el campo visto
en un sistema terrestre es estacionario; a este fin es necesario
efectuar todas aque 11 as correcci ones que nos p e rm í tan estar en
estas condiciones o al menos con desviaciones más p e qu e ñ a s que
los errores de medida. Además, supondremos eliminado el efecto
de la rotación terrestre sobre nuestras medi das; en efecto, puesto
que la velocidad de rotación es pequeña y tenemos un cierto co-
nocimiento aproximado de S, la fuerza centrífuga puede determi-
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narse con suficiente preclSlon: concretamente un error de 10 m!
tros en x,y provoca un error de menos de un centésimo de mgal
en g.
Si describimos la superficie S en la forma 2: ~..!: (••,>.)
con (<1>, >'), por ejemplo, ángulos esféricos sobre una esfera, el pr~
blema es determinar ~( ••,>.) y u definida enQ tales que
su = o en Q
u í r (<1>,>')) = W
vu ( ~ ( <1>,x )) = 2 = g
u = ot i z-}, r+~
(
e o se COS")
c o se s e nn
sen~
A la vista de los datos de que disponemos es natu-
ral elegir como parámetros para describir la superficie S las
coordenadas astronómicas (<1>'''):(<1>,>'),de tal modo que podemos
considerar W=W(<I>_,fI),.9.=.9.(<1>,")y la S incógnita en la forma
r=r( <1>,"). Observamos que esto es una hipótesis física: dado
(<1>, ,,) en con t ramo s un ú n ic o P un to so b re S. A u tom á tic am en t e de-
bemos entonces excluir diversos accidentes geográficos (p.e.,
acantilados sobre el mar) que no pueden describirse de esta
forma.
Propiedades generales
El problema que hemos planteado es:
(a) elíptico (en el sentido de que u es solución de la ecuación
de Laplace, que es una ecuación en derivadas parciales de
2º orden de tipo elíptico)
(b ) no lineal
(el de frontera libre (porque el contorno no es conocido) y
(dl de derivada oblicua para el operador de laplace (la direc-
ción del vector gravedad 7U no coincide en~neral con la di-
recci ó n norma 1 a S) .
La última propiedad es una dificultad sobreañadida pues
los problemas de derivada oblicua, debido a su carácter no autoad-
junto, son más-difíciles de estudiar que los problemas tipo Di-
richlet o Neuman .
Una propiedad general interesante del problema de Molo
densky es su invarianza por traslaciones. Quiere esto decir que
si S:~(<I>,A), u Ir ) es una solución del problema entonces, como se
~emuestra ficilmente,
r ' (~ , A) = ~($ , A) + E
u ' (.1: ') = u CI: ' - E.)
con E= const.,es también solución del problema.,
De esto se deduce ademis que el correspondiente probl~
ma linealizado no tiene solución única. Veamos esto de forma ge-
neral para una transformación no lineal r = F(~) con r dato y ~
incógnita. Sea ~ un valor aproximado de ~ y i=F(~-'; entonces,
mediante desarrollo de Taylor en primer orden de aproximación,
la ecuación linealizada es,
ór = '!... - l = Fx(~)(~-~) = Fx(~)o~.
Ahora bien, si existe una transformación Tt(~) dependiendo de m
parimetros tl, ... , tm, con To(~) = ~ y tal que,
derivando en t=O y para x=x obtenemos,
O=Fx(~) \. Tt(~}1 1, ... , m
1 I t=O
Si los vectores\.Tt(~.llt=O=hi son independientes, p o-
1
demos concluir que Fx(x} tiene un espacio nulo de dimensión m e
igualmente el problema linealizado,
2.2.- Linealización
El primer paso cuando no se conoce la solución de un
problema no lineal es linealizarlo. Linealizar quiere decir sus-
tancialmente (como ya hemos visto en la sección anterior) apro-
ximar una expresión no lineal F(x} en la forma,
F(i+h}=F(i} +. Fx(~)~
con i próximo a x y ~ = x - i.
Desde el punto de vista matemático antes de realizar
esta operación es necesario introducir un espacio topológico
(p.e.,un espacio lineal normado de Banach) en el cual podamos
definir la "proximidad" de ! y ~. Sin embargo el problema no es
tan sencillo aquí pues las funciones que intervienen en_el pro-
blema de Molodensky no están definidas sobre el mismo conjunto
y, evidentemente, no podemos sumar funciones definidas en con-
juntos diferentes.
La linealización del problema de Molodensky la haremos
siguiendo un razonamiento de T. Krarup, quién fué el primero en
linealizarlo rigurosamente.
Sea S una superficie próxima a S que en general llama-
remos Teluroide (ver fig. 1 l.
-S
s
Fi g.
Conocida S, una de las cosas que queremos encontrar es
el v e c t o r A = P P que estará tambi én parametri zado en 1a for-
ma1=~(4),Al.
Antes de proseguir nuestro razonamiento veamos un modo
concreto, con el fin de aclarar la situación, de determinar P.
Consideremos un elipsoide de referencia.y sea ü el potencial
normal, es decir, el potencial armónico que admite al elipsoide
como superficie equipotencial (ver Heiskanen y Moritz, 1985). El
p un t o P e s t á e a r a e ter iza d o en e oo r den a d as el i p s oíd i e a s por 1a
terna (<\l,A, h ) , h siendo la altitud y (<1>,1,) la latitud y longi-
tud sobre el e1ipsoide.
Una buena elección, dentro de 10 que se conoce en la
literatura como" telluroid mappings", es el denominado te1uroide
de Marussi o "Marussi mapping" para el cual el punto P es tal
que,
El. "Marussi mapping" también se denomina
mapping"; el motivo es el siguiente (ver fig. 21~
consideremos la línea C a lo largo
de la cual el vector gravedad del
campo normal es paralelo al vector
9 (P 1; entonces, sobre C se deter-
mina el punto P tal que Ü (PI=W(PI.
Observación. Conviene darse cuenta
de que C no es una línea cuyo cam-
po tangente es 1., si no a lo 1 argo
de la c ue l v t t e n e siempre la misma
dirección. En otras palabras, si
la dirección d e r está caracteriza-
da por dos ángulos <i>, A, C es la
línea
~;r = ~,. P' \.= lo,. P'
~ = A= consto
y por este motivo se denomina ISOCENITAL.
" i sozenitha 1
e
p
Fi g. 2
Hagamos ahora un razonamiento general con un teluroi-
de arbitrario S parametrizado en la forma ~(~,Al.
La linealización del problema debe tener en cuenta
que en cada punto el potencial incógnita se puede descomponer
en suma del potencial normal ü y el potencial perturbador T.
u(P) = ü(P) + T(P).
De esta forma, T y (t,A) serán nuestros infinitésimos
de comparación y despreciaremos términos de orden mayor que uno
en T y 1
Consideremos en primer lugar la anomalfa del poten-
cial su = u(P) - ü(P), que se linealiza fácilmente en la forma
siguiente
u (r)+'lu(r). ~ -
- -- ü (f) =
T(f) +'l(ü(~) + T(!:)).l =
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donde hemos tenido en cuenta que'i'T.} es un infinitésimo de segu~
do orden. En general la anomalía del potencial será diferente
de cero, pero en el caso concreto en que S es el teluroide de
Marussi se tiene 6U=O.
Procedamos en forma análoga para la anomalía vecto-
rial de la gravedad ~ ~(P) -y{P):
() () ()+
;¡9.(r-)
~ = ~ ~ - y ~ = ~ ~ a r
- 9T (i') + U U'). \
t., -y{i')
a 2 -
con U = ( u). (Se observa que en la deducción de esta ex-
ax i ax j
presión hemos despreciado que es un infinitésimo de
segundo orden.)
En definitiva, el problema de Molodensky vectorial en
fo~ma linealizada se formula en los siguientes términos: encon-
trar una función T -potencial perturbador- y 1 tales que,
",T = O en r¡
liT + U i = ~g (2)-
sobre S
T + 1. ~ = 6 U
donde ñ designa el dominio exterior a S, con ~g y au cantidades
conocidas. Además T es regular en el infinito: en efecto, el
potencial perturbador de la Tierra está generado por una masa
finita y, por consiguiente, debe tender a cero como r en el in-
finito, es decir
T = O(l/r), r-~.
De (2¡- se obtiene fácilmente,
- - 1
U (~g - VT )
- • 1
U q + T = 6U U· - 1y. ~
( 3)
sobre S,
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-pues se demuestra que u e s regular. Puesto que la matrizu es si-
métrica la segunda ecuación puede escribirse en la forma,
-m .9T + T = f
- -1con m = U 1. Y f = 1IU - ~ .111'
En definitiva hemos eliminado ~ de (2) y nos encontra
mos con el problema de contorno sobre S
LIT O en 1'l
T O(l/r) (4 )
-m .9T + T f sobre S
donde f es una función conocida.
El problema (4) es un problema de derivada oblicua: bus
camos una función armónica en el exterior del te1uroide, regu-
lar en el infinito y que sobre el te1uroide verifica una condi-
ción de contorno en la que aparece la derivada de T en la direc
ción del vector ~ que, en general, no es normal a S.
Según el análisis precedente este problema no tiene
solución única. Calculemos ahora explícitamente las au t o so lu-
ciones del problema homogéneo (f=O).
Sea uO(r), [0(<1> ,A) una solución del problema de Mo10-
densky; entonces según dijimos en la sección anterior
T
E
verifica el mismo problema no lineal que,~~ ,. Con uO= e , .!:O=i,
las autoso1uciones del problema 1inea1izado homogéneo vienen da
das por a T I~I I 1, 2, 3• E. E r
1 E =1-- O
1: 11
9 U(.!:: - E)
IE9 TEE I é- I OI
! '!: O
-'( -'( - '( 31 2
Así pues, 1 O O
O 1 O
O O 1
géneo ( 6<1 = O 6U = O) , y-
soluciones del problema
Para comprobarlo calculemos
- '(.
1
entonces para T -:«, se tiene
J
6'( = O
j
O
1
O
O
O
1
T
1
O
O
son soluciones del problema (2) horno
por consiguiente -'(i
homogéneo asociado
pritnero
= 1,2,3 son
(4) (f=O) •a
-1
[ a'(i 1 a-'(o __ J kT
1 aXk
a T
k
- '(.
1
en n
a- '(.-a- (- '(.) + (- '(J') = ri °1' J' - '( .l)'i J J
2.3.- Aproximación esférica
O sobre S.
La aproximación esférica no consiste en decir
que S sea una esfera porque esto se r ía una aproximación
brutal, no safisfactoria desde el punto de vista numérico.
Consiste en tomar sobre el contorno
_ J.l
U = - r
esto impl ica un errordel ordende e2
de un décimo de mgal.
a r
ar que en general es del orden
Si decidimos aceptar este tipo de aproximaclon, en el
operador de contorno el vector m se calculará a partir de un
Probleaas d. coator.o ••• 51
~imple potencial esf~rico. Sin embargo esta aproximación no puede
de ningún modo hacerse cuando calculamos la anomalía del
potencial zu y la anomalía vectorial de la gravedad u.
Veamos entonces como se calcula el v e c t o r m para
un campo esférico. Si ü ~ IJ./r,tenemos
1. ~ "ü
X.X T
con Pr~[~]~(~/r)(~/r) . La matriz Pr es la proyección en la
r
dirección radial y por tanto Pr2= Pro Esta propiedad es parti-
cularmente útil en el cálculo de 0-1• Escribamos,
3
Ü-1=-=-;- [1 +aPrJ
con a por determi nar. Puesto que - - - 1UU 1,
necesari amente a ~ -3/2. Entonces,
m
Por tanto el problema (4) se convierte en,
6T ~ O
~r T'+T = f
-
en " -sobre S (5 )
T = O(l/r) r + ea
donde por T' hemos designado la derivada radial de T. Este pro-
blema sigue siendo de derivada oblicua y se denomina problema
simple de Molodensky; además desde el punto de vista del análi-
sis está completamente resuelto.
Según 10 visto anteriormente el problema homogéneo aso
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ciado a (5) admite como soluciones
y.: "-•• ~
1 r
La cuestión que podríamos planteanos ahora es la siguiente: ¿hay
condiciones sobre f para la existencia de solución como
ocurre en el caso de dimensión finita (alternativa de Fredholmj?
c.rEn cualquier caso, puesto que T + =-= es solución de
r3
(5) si lo es T con c vector de constantes arbitrarias, impondr~
mos sobre T la condición adicional
T : --1'-- + Q(1/r3)
r
que corresponde a tener el baricentro de las masas que generan
1 en el origen~ del sistema de referencia. De esta forma,
nuestro problema es
óT : Q en n
~r T' + T : f sobre S
Queremos ahora dar otro paso hacia delante tratando de
ganar comprensión para este problema y haciendo ver que
no admite solución en general cualquiera que sea f. Dicho
de otra forma, si queremos que nuestro problema sea incondicio-
nalmente soluble, es necesario añadir algunos grados de libertad
en el dato f. Para este análisis utilizaremos un método
muy simple introducido por Krarup y denominado "método de
?raga".
Método de Praga
:onsideremos la función
u:~rT'+T.
Comprobemos en primer lugar que la función rT'es
armónica en el dominio de armonicidad de T:
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2óT+r-"-óT O
ar
don de dk ( . )
a ( • )-ax;
~or tanto, la función u es solución del problema
óu O
u = f
en ¡¡
sobre S.
(8 )
Este es un problema de Oirichlet del cual sabemos
que existe solución y es única bajo condiciones amplias.
Analicemos brevemente la unicidad de solución
para el problema de Dirichlet. -Esto puede verse de muchas
maneras, una de las cuales utiliza el principio dell11áximo según
el cual una función armónica alcanza sus valores máximos
y mí ni mos sobre 1a frontera. Este pr inc ipio está basado en una b~
lla propiedad de media que verifican ras funciones armónicas:si
calculamos la media de los valores de una función armónica
sobre una esfera, obtenemos exactamente el valor de la función
en el centro. Recíprocamente las funciones armónicas están
caracterizadas por esta propiedad: si una función es tal
que la media de sus valores sobre una esfera coincide con
su valor en el centro, la funcipn es armónica.
Según esta propi.edad se comprende bien ahora que
no es posible que una función armónica tenga" por ejemplo,
un máximo en el 'dominio de armonicidad: en caso contrario,
si tomamos una esfera alrededor del punto en el cual se
rea 1i za el máx imo, obtendr íamos que la med ia de 1a func i ó n
sobre la superficie de la esfera sería menor que el valor
de la función en el centro, que obviamente contradice la
propi edad de medi a que acabamos de enunci ar.
~inalmente, por el principio del máximo una función
armónica que se anule en el contorno debe anularse en todo
el dominio. De esto último se sigue la unicidad de solución
para el problema de D.richlet.
Con la introducción de la función u y resuelto
el problema de Dirichlet (8), la resolución del problema
simple de Molodensky se reduce a resolver la ecuación (7)
considerada como ecuación diferencial ordinaria en n.
Si aplicamos el operador ~r a +r a la función
tenemos
rO
+ 1).
Esto indica que el resultado de aplicar este operador a
una función homogénea de grado -o es, salvo un coeficiente
de proporcionalidad, 1 a misma función excepto en el caso
(l = 2 para el e ua 1 se tiene
O.
Observamos entonces que
T, la función a rrnó n í c a u
en el infinito en el
1de -;z . En particular, si
cualquiera que sea la función armónica
está obligada a tener un comportamiento
cual faltan los términos del orden
u = ar + b.r + O ( 1 )7 7
T = IJr + O(~)r
la ecuación (7) puede verificarse sólo si b"= Q , que son tres
condiciones implícitas sobre f: en efecto, la única solució~ de
(8) contiene en general armónicos de primer grado en su
desarrollo asintótico en el infinito; ~ólo si la función
f verifica ciertas condiciones particulares, la función
u no tendrá términos del orden de 1/r2 en el infinito. (Esto
se comprende bien, si escribimos la solución de (8) mediante
la función de Green para S; conocida esta función tenemos
una representación de la solución de la forma
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u(P)= I_Gv(P,Q)f(Q)dSQ
S
donde Gv(P,Q) es un cierto nucleo integral obtenido a partir de
la función de Green. Es ahora evidente que si p.m, obtendremos
tres condiciones para f si se impone que desaparezcan los
tres términos del tipo -;z en u.)
Para estar libres de esta situación, en la cual
no para todo f podemos encontrar solución, modificaremos
el problema simple introduciendo en la condición de contorno
tres grados de libertad de tal forma que seamos capaces
de encontrar solución cualquiera que sea el dato f. Concreta-
mente, consideremos ahora el problema: encontrar T ya tales
que
-
t; T = O en n
~rT' + T = f + a.y sobre S
T = \ll r + O ( 11 r 3 ) r + m
donde y
Sea "o la solución de (8) y consideremos el problema
de Dirichlet
O en n
u = f + sobre S
u = ar + O(-S)
r
Esta claro que la solución de este nuevo problema de Dirichlet
será
con ~ elegido de tal forma que u = ar + O(-S) en el infinito,
r
infinito tenemoslo cual es siempre posible pues en ~l
u = O( 1 ) + ~.;7 r
1Y eligiendo ~ = - ~O eliminamos los términos del orden ~
Determinada· esta función u veamos como se puede
obtener la función T. Escribamos T =~/r + O(1/r3) y comepcemos
eliminando el término de orden l z r , para el cual se tiene
IX
2r
y-entonces ~= 2a.
Determinemos ahora el término del orden 17
(u - _a_) = ~r(T - ~)' + (T-~)-r r r'
multiplicando po~2r esta ecuación tenemos,
2r(u - +) r2(T - ~)' + 2r(T - ~)
r r
2 a ) 1--r- J
ObseFvamos que 2r(u __ a_)
r
O( 1 ) Y es por tanto integrable;
~entonces r 2s (u -
r
_a_) ds
s
Evidentemente el segundo miembro no va la infinito pues el prime
ro es acotado, y esto demuestra además que ~ es la componente
de orden _1_ de T. Además, puesto que T- ~: O(1/r3),r r
1im r2 (T- ~) O_ En definitiva, hemos obtenido para T 1a siguie~r+~ r
te fórmula f2S(U-T 2a 1 ~) dsr ~ sr
Se puede verificar directamente que la función
T as; obtenida es armónica en ñ_
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El problema simple que hemos analizado puede ser
después tratado en forma integral y su solución estudiada
numéricamente con desarrollos en serie sobre S; 10 que consti-
tuye la teoría clásica de Mo10densky (ver curso de M.J.Sevilla).
2.4.- Reducciones al e1ipsoide y el problema del Geoide
En este apartado tratamos 1 a cuestión clásica
de 1 a reducción al Geoide y el problema de Stokes. En lo
que sigue es necesario hacer una elección para 1 a identifica--del punt.o Q sobre S y elegimos 1 a clásica del Teluroide
de M.arussi (ver fig. 3) ;
5
ü =wQ p <'¡t".i.dI.
Ef¡,p~"•.dL
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Puesto que el potencial del campo real es conocido
en P, podemos determinar con suficiente precisión su altitud
ortométrica H: consideremos entonces la p roye cc t on Po sobre
el Geoide del punto P a lo largo de la línea de le plomada
de P.
La idea clásica es ahora reducir las medidas de
~ y W efectuadas en P a PO. Esto se logra con una fuerte
simplificación:
1) si consideramos las masas entre el geoide y S, po-
demos efectuar la descomposición
~P ~tP + ~qP
indicando con el subíndice t el efecto de las ma-
sas topográficas y con el subindice o el de las
masas interiores al geoide.
La contribución de las masas topográficas WtP
1tp puede calcularse por medio de fórmulas cerra-
das con suficiente aproximación. Supondremos en-
tonces 'que en el punto P, eliminando el efecto de
estas masas, se conoce WOP' 1op;
2) reducimos las medidas de WOP' 10p a Po en la forma
aproximada:
~ .(10 P - 10 PO) '" ~r :A H P Po'
Observación: naturalmente en este proceso existe un
efecto indirecto, es decir no lineal, por el cual ah~
ra no ~e tiene WOP = const., porque el geoide se ha d!
formado por efectoOde la sustracción de las masas top~
gráficas. Sin embargo, este efecto puede eliminarse con
una segunda iteración.
Si QO es1a proyección de Q sobre el elipsoide (fig.3),
tenemos análogamente
donde hQQ es la distancia entre Q y QO medida a 10 largo de laO
vertical del campo normal, es decir, la normal al elipsoide.
Entonces,
(ay~. 1Qp.-~) -~'{1Qp - ~ ) :.~r --(Hpp - hQQ )O O . ah O O
fórmula que da la reducción de 1\10Q (es decir de la parte
de ~g debida a las masas internas: ~g = 1t + 10P-!.Q = 1t + ~OQ)
al geoide, esto es de ~OQ a ~OQ • El término (Hpp - hQQ ) eso O O
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pequeño pues es bien conocido que la variación de altitud
elipsoidica es próxima a la variación de altitud ortométrica.
Puesto que QO está sobre el e lt pso f de, el problema
de contorno para el potencial perturbador que resulta de
haber eli~inado el efecto de las masas topográficas, que
designamos por TO' es
6TO = O fuera del elipsoide
aTO
~r ar- + TO =-~'~OQo = f sobre el elipsoide.
Con un adecuado cambio de coordenadas este problema
de contorno puede finalmente transformarse en uno para la esfe-
ra. Consideremos nuevas coordenadas (x ! , y', l'} relacionadas
con (x , y, z ) en 1a form a ,
l'=Z
x ' = AX
y' = Ay
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donde A =J 1
Entonces en
de radio el
además
e2 siendo e la excentricidad del elipsoide.
es una esfera
referenci a y
estas coordenadas
semi eje menor del
el elipsoide
elipsoide de
a a a a a =A~az azr , ax =A--ax' ay ay
Por consiguiente,
2 2 2
6TO
a TO
+ A 2 [ aTO a TO+ O
az,2 a x ' 2 ay,2
O O O
ecuación que puede escribirse de la forma,
a2T a2T
6'TO ( 1 _ A2) O +~l? ay'
10 F, Sa •• e
donde6'es el operador de Lap1ace en las nuevas coordenadas
{X',y',Z'},
Aná1ogarriente,
+ TO = f.
2
2 al OSi despreciamos el término (1 -~ ) -, +
• x'
11 ega-
mos finalmente al problema de Stokes
ÓTO
aT O
~r' -- + T O
• r '
problema que podemos resolver explícitamente mediante una fórmu
la integral como veremos en la secc. 3.4.
O fuera de la esfera
f sobre la esfera
Ecuación exacta del geoide
Antes de resolver el problema de Stokes, analicemos
con más detalle el problema de la determinación del geoide,
que como vamos a ver es siempre un prob 1ema ma 1 pr-opuestoj 'i 11
posed') .
Supongamos que hemos sido capaces de resolver numéri-
camente el problema simple de Molodensky, de tal forma que co-
nocemos el campo T sobre S (y fuera). Además, supondremos cono-
cida la densidad p (constante por ejemplo) en el interior.
En la figura 5 hemos dibujado la superficie S (cono-
cida) y la superficie del geoide SG' el cual definimos como la
superficie equipotencia1 del campo gravífico terrestre que me-
jor interpo1a-a la superficie de los mares .
• P(r.a-)
.•..
S
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En un punto P de coordenadas { r , a
J
R(a')
= da] dr' r,2_p_ t TO(r,a)
IfppoI
RG(a')
(. ,A )} tenemos,
T(r,a)
donde el primer sumando es la contribución de las masas topogr!
f ie a s e nt re R G (a) y R (a) y e 1 se 9 u n do 1 a par t e d e T q ue e s arm ó n i
ca fuera de RG'
Si queremos determinar el geoide debemos escribir las
dos -c o nd t c i o ne s siguientes:
(a) condición del geoide:
consto
(b) T sobre S:
T ( R (a) , a) = f
con f conocido.
De la condición (a) se obtiene,
Sea ahora G~(Q,P) (derivada normal de la función de
Green) el nucleo de Dirichlet para la superficie RG(a), que de-
pende en forma no lineal de RG(a); tenemos entonces (Q=(R(aQ),aQ),
P=(RG(a), a)),
TI'loQl.oQl • JG,I,loQl.oQ; 'Gld•oJ.
SG
(10)
en donde To viene dado por (9).
Est a e s una ecuación en RG(a) fuertemente no lineal pero riguro-
sa. Para ver que esta ecuación da lugar a un problema malpropuesto
procedamos a su linealizaciÓn.
Sea SG = { r = RG(a)} una superficie que aproxima a
SG Y se a ó RG = RG (a) - R G (a) (ver f ig. 6 ) .
ti2 F. Suse
Fi g. 6
Entonces,
que en primer orden de aproximación podemos escribir,
En el mismo orden de aproximación, la condición (a)
puede escribirse en la forma
con T(RG(o),o) Tt(RG(o),o) + ó\(RG(o),o) + TO(RG(o),o) . Despejando TO
tenemos
Tal TO(RG(o),o) F(o) -óTt(RG(o),o) +Y(RG(o),o)ó RG(o)
I SG
donde la función conocida F(o) es
- -F(o) = 110 - U(RG(o),o) - Tt(RG(o),o).
Si ahora aplicamos el nucleo de Oirichlet G" de la
superficie SG la condición (b) da lugar a
f(O) =J- G)O,P){ F(a) -óTt(RG(a),a),+
SG
+ y(RG(a),a) óRG(a)} dSG+ Tt(R(aO),.aQ) +
Llevando todas las funciones conocidas del segundo
miembro al primero,
[función conocida en 0)= -LdSG G,,(O,P)óTt(RG(a),a) +
\
+óTt(R(aQ),aQ) +
+ L dSGG,,(Q,P)Y(RG(a),a)óRG(a).
SG
Puesto queóTt es armónica en el exterior de ~ , los
dos primeros términos del segundo miembro de la ecuación ante-
rior se cancelan entre si quedando simplemente,
[funCión conocida en 0)= J~dSG G,,(Q,pJy (RG(a),a)6RG(a) (11)
que es una ecuación integral de primera especie con un nucleo
muy regular pues S y SG están separadas entre si: en la práct~
ca , la ecuación (11) expresa la solución del problema de Diric,t:
le t para la función que toma sobre SG el valor YóRG' Como sabe-
mos las ecuaciones integrales de l~ especie con núcleo regular
están todas "malpr6puestas" y por consiguiente 10 mismo ocurre
para el problema de la determinación del geoide: intuitivamen
te es claro este hecho, pues nosotros queremos determinar una
superficie que está debajo basándonos en medidas que están en-
cima y esto implica una prolongación descendente de una función
armónica que es siempre una operación mal propuesta,
A la vista de este resultado cabe plantearse
la siguiente cuestión. ¿qué superficie obtenemos entonces
cuando resolvemos el problema de Stokes? En el proceso
de reducciones que hemos seguido, fundamentalmente decíamos
que g variaba 1inea1mente con la altitud y rea1tzábamos
un desarrollo de Tay10r al primer orden de aproximación.
Pero no es cierto que g varíe l í ne e lment e con la altitud,
porque estamos haciendo una prolongación descendente de
una función armónica. Por consiguiente. cuando en vez de
hacer la prolongación descendente verdadera utilizamos
una relación lineal en la altitud estamos suavizando enorme-
mente la función: el resultado es que 10 que obtengo no
es el geoide. pero es un geoide suavizado por definición.
3. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE CONTORNO SOBRE LA ESFERA
3.1. Introducción a la teoría de armónicos esféricos
Consideremos un cuerpo esférico en
sido definido una medida d~ de variación
u la función definida por medio de la integral
el cual
acotada y
de Newton,
haya
sea
En este capítulo es oportuno en primer lugar- presen-
tar una pequeña introducción a los armónicos esféricos,
que son un argumento muy importante én Geodesia. y que
trataremos de ver aquí de una manera absolutamente elemental;
además, voy a tratar de llegar a un resultado importante
-comp1etitud de las sucesiones de armónicos esféricos- y
que sin embargo puede verse de una manera muy simple.
f dI'u(P)= ~
l! pQ
(12 )
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Un procedimiento absolutamente clásico para introdu-
cir los armónicos esféricos es el de considerar el inverso
de la distancia entre P y Q
•
Vl+t2-2tcos V
r
donde t = --0- . Puesto que t<l esta función e~ analítica yrp
desarrollando en serie de Taylor se obtiene la expresión
t» n
_\ "oL P n ( c c sv )
n r n+lo p
(13)
donde Pn(cosv) ~S el polinomio de Legendre de grado n. Si expr!
samos cos v en funci ón de 1 as coordenadas e s f é r i cas ~ y x ,
se puede llegar de un modo completamente algebraico a la fórmu
1 a
1
Tri+I (14 )
-n
con
( 1 5 )
Las funciones Pnm se denominan funciones de Legendre de grado n
y orden m, y los Ynm armónicos esf(!ricos de superficie. Las si-
guientes relaciones serán útiles en 10 que sigue,
P nm ( T )
y para los polinomios de legendre,
2nn!
La fórmula (14) se conoce con el nombre de regla de
la suma y nos permite escribir para el inverso de la distancia
la fórmula
" F. S •• s'
1
Tn+T n+1rp
Llevando esta expresión a (12) encontramos el siguiente desarro
110 en armónicos para u,
IP n
u(P) = [n Lm
o -n
Ynm(Pl (16 )
2n+l r n+1
P
En lo que sigue designaremos por
las funciones medibles sobre la esfera
cuadrado integrable. El espacio L~ es un
bajo el producto interno
L; el espacio de
unidad que son de
espacio de Hilbert
(f,g) = ~lf(P) g(P)dop
IT
donde do representa el elemento de área de la esfera unidad.
Además, consideraremos en L~ la norma asoci~~a,
11 f 11 2
La
Enunciemos ahora las principales propiedades de los armónicos
e sf é r í cos Ynm.
(a} Ynm son funciones ortonormales en L 2, es decir
a
~ J y ( a) y ( a )d o<+rt nm 1 k
IT
ó ó
n 1 mk
Puesto que las funciones t c o s ne, sen n e ) son ortogonales
con respecto al producto interior del espacio de las fun-
ciones de cuadrado integrable definidas sobre el círculo
unidad, si mFk tenemos ~
"1; J 1\J YnmYlkdo = eJ P:lmIPllkICOS~d4< [~~~) Imll.{~~~) Ikll.dl.= O
~ -% o
Si m=k, introduciendo el cambio de variable t = sen ~
tenemos
Iy Y1 da=nm m~
1cj[(1_t 2 ) Im I/2 _d,,-l_m_l_
·1 dt I m I
dlml
dtlml
1
J
d [m] +n
C (-=---
Iml+n
-1. dt
~I [ml+l
(t2_l)n] (1-t2) .:..d__
dt [m] +1
donde C y e' son ~onstantes. Si suponemos por ejemplo que n>l,
mediante integración por partes, llevando n derivadas del pri-
mer factor al segundo se ve que la integral es cero.
Se demuestra también que
_l_J y2 (a) da= 1. (1)
4 rt nmrr
Como vemos la demostración de la ortonormalidad de los armónicos
esféricos se reduce a simples ejercicios de integración.
(b) La función u definida por (12) es armónica en P cualquiera
que sea la medida dIJQ. Si elegimos
2dlJQ = Ylk(Q)rQ drda
se ve entonces que las funciones
Ynm(P)
n+1rp
son funciones armónicas en c .
(e) Consideremos el operador de Laplace en coordenadas esféricas
A u = a2 u + ~ a u + .!.-.2 A U
r r r a
r
(1) Las constantes Cn• de la fórlula (15 ) se eligen de tol for •• que ,e V!
rifique esta condición. Su volar puede encontrarse en el libro Hei.kanen-
M O r i t z •
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donde
6 a
a 2_ tagq. a + ~ a 2
., q. c o s , .1.
es el operador de Laplace-Beltrami.
y nm (P 1
Si tomamos u = , tenemos
r n+ 1
p
y por consiguiente,
6 aY nm = - n (n+ 1 ) Y nm . ( 17)
¡sta última fórmula nos dice que los armónicos
esféricos Ynm son las autofunciones del operador de
Laplace-Beltrami para los autovalores -n(n+l l.
(d) La sucesión (Y (o)¡ es completa en L~.nm
Como acabamos de ver la sucesión ¡YnmJ es orto-
normal en L~, y podemos preguntarnos para qué sirve una
sucesión de "vectores" de este tipo. Puede servir para h!
cer el cálculo vectorial como se hace en el espacio eucl~
de9: elegida una terna cartesiana el cálculo vectorial se
reduce a un cálculo algebraico por componentes. Del mismo
modo esto es posible en L; o, en general, en cualquier e~
pacio de Hilbert. A este fin debemos elegir una sucesión
de "ve c t o r e s " que sean c r t o no rm a le s y además formen un s i s
tema completo en el sentido de que cualquier función del
espacio pueda descomponerse según las componentes a lo lar
go de estos "ve c t o r e s ? •
¿Cuál es el truco para demostrar que una suce-
sión es completa?La idea es coger todas las combinacio-
nes lineales posibles y comprobar si de esta forma se g~
nera todo el espacio. Supongamos que esto no fuese cierto;
entonces algún vector estará fuera del subespacio formado
por todas las combinaciones lineales, y podré descomDone~
'o en una parte pertenecien"e a este subespacio y otra or
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togonal a él. Dicho de otra forma, habríamos construido un
vector distinto de cero y perpendicular a todos los e1eme~
tos de la sucesión. Con este ,simple razonamiento, podemos
concluir el s~guiente criterio de .comp1etitud;
o :+ f = Ol~ {en} es completa".
Demostraremos ahora que {y nm} es comp 1e t a
en L 2 • Para demostrarlo basta hacer ver que si ·fe t 2 esa a
tal que
J fY da = Onmrr V n,m
entonces f = O.
Consideremos la función,
U(P)J~ daQt rpQ
es claro que es armónica en ¡¡ y en B. Además si suponemos
que P está fuera de la esfera,
Y'm{P) 1Y""{O)f{O)"'o' o.
IT
El mismo resultado se obtiene si P está en B. En
otras palabras, hemos construido un potencial de capa si~
p1e que genera un campo nulo en ¡¡ y en B. Por consiguiente
~ vu es nulo e n a y en B.
De todo esto y el teorema de Gauss se deduce, p~
ra cualquier superficie S que interseque a la esfera en So'
que
70 F. Sus.
Finalmente, puesto que S es arbitrario, podemoso
concluir que f=O.
De la completitud de Yn en L 2 'pueden s ec ar sem2 aconclusiones interesantes: si fe La' podemos expresarla
en 1 a forma
f (P) =L (f ,Y nm )y nm (P)
,",,-
_1_ ( nQ) Yn (Qjdan
4rt J m ~
IT
(18)
y que designaremos por fnm. Además,
(f,h)=Lfnm hnm......
11 f 112 =\ f2L nm...-
propiedades bien conocidas en R3•
Una vez revisadas las principales propiedades de
los armónicos esféricos de superficie, resolveremos ahora al
gunos de los problemas de contorno sobre_ la esfera más re-
levantes.
3.2. Problema de Dirichlet
El problema es encontrar u que verifique,
II U O en ¡¡
u = f sobre S
donde f es una función conocida sobre la esfera.
Sea
u (r , a)
n,m
esta función verifica automáticamente la condición de armonici
dad: llU = O fuera de la esfera. Además sobre la superficie de
la esfera se tiene,
f (a) =[f n m y nm (a ) •
"'",-
Vemos entonces que tomando unm = fnm resolvemos co~
p1etamente nuestro problema. Si queremos ahora obtener una fór
mula integral podemos utilizar (18), que nos permite escribir
u(P) = L(_l_ff(Q) Ynm(Q)daQi
'II..'W\ 4 n.
o:
Ynm(Pi
n+ 1rp
y recordando la regla de suma,
u ( P) = ~ J da Q f (Q )
tr
La serie que nos ha aparecido puede ser sumada y la
suma se conoce con el nombre de función de Poisson. Observamos
que si P está sobre la esfera la función de Poisson sólo depe~
de de la distancia esf~rica ~ entre P y Q.
3.3. Problema de Hotine
En realidad el problema de Hotine es el problema de
Newman para la esfera, es decir, buscamos ahora una función
u que verifique
AU = O fuera de la esfera
u'= f sobre la esfera
Con una representación para u del tipo anterior, tene
mos ahora
u'
y sobre la esfera
u' (1, a)
si fEL2. Entonces,
a
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En forma integral,
'tnm(P)'tnm(Q)
(n+1) r n+1
p
(2n+ 1 )
n+1
(n+ 1 ) rp
Vemos de nuevo que el núcleo integral sólo depc~
de de la distancia esférica entre P y Q. La serie se puede sumar
y se consigue una expresión finita que es la función de Hotine :
H(P,Q) - 10g [ 1 +
s en v z z sen.,/2
La singularidad que se presenta cuando " .•O no da di-
ficultades desde el punto de vista ana.lítico pues es una
singularidad i n t e q r ab le del tipo 1 dividido por la distancia
entre P y Q.
Así pues, en definitiva tenemos la representación
u(P)=- ~nlH(p,Q)f(Q)dOQ.
rr3.4. Problema de Stokes
Buscamos ahora una función u tal que,
6U o
f
fuera de la esfera
~ru' + u sobre la esfera
con f ht.g conocida.
Suponiendo,
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)" y nm
U =LU
.••.._nm ~
tenemos ahora sobre la superficie de la esfera
~r U' + u I = - ~[( n -1 ) u Y (a)r=l nm nm
"',""
f (a ) ,
ysif€L2 a
-Hn-1) U = fnm nm' (19 )
De esta relación podemos extraer dos conclusiones
importantes:
(a) para que exista solución debemos tener necesariamente
f1m = O;
(b) supuesto que esto se verifica, los coeficientes u1m pueden
ser arbitrarios y por consiguiente no hay unicidad.
Esto es la síntesis de aquello que habíamos visto an
teriormente en los casos complicados precedentes. Si u1m= O o
equiva1entemente si en el infinito
estamos garantizando la unicidad de solución. Esto, como ya sa
bemos, puede 'l oqr arse poniendo el origen en el baricentro de las
masas que generan u.
Con respecto a la existencia de solución, ¿qué
cosa habíamos hecho al nivel del problema simple de Molo-
densky para garantizar siempre la existencia? Sumábamos
a f un término de la forma ::. .c./r3 y, puesto que Y1-1=~'
r
y z
Y10 =--r- , Y11= --r-' en realidad éste término es una combina
ción lineal de armónicos de primer grado.
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En el problema de s t ck e s que
esto equivale a sustituir el dato f
las ecuaciones {191 ~os quedan la forma,
estamos analizando
por f+ [a1m Y1m' y
-~{n-1IU = f + anm nm 1m·
Ahora para n=1 basta
q~e el problema tenga solución.
dato de partida f no verifica
la existencia f1m O, podemos
tres grados de libertad para
hacen que no exista solución.
con elegir a1m= -f1m para
En otras pal abras, si el
las tres condiciones para
siempre modificarlo añadiendo
el imi nar 1 as componentes que
Obtengamos ahora la fórmula integral de Stokes,
que desde el punto de vista del cálculo es muy conocida.
Supongamos que uoo=O {esta es una condición externa
al tratamiento analítico del problema de Stokes y físicamente
nos dice que el campo ha sido elegido de tal forma que
su masa tota 1 es 1 a del campo r e a 1 1; e n t o nc e s-,
-2 fnmn -1
Si n>2
y si P es un punto sobre la esfera tenemos,
-2 ( { 1["" 1U{PI=4ItJf Q n:T
~ ",-,.¡,
=~ r f{QI ['\ 2n+l
411. j L n-1
(j .,,;t
La serie que interviene en la fórmula
obtenido puede ·sumarse y su suma es exactamente
de Stokes:
que hemos
1a funció n
6 sen+ + 1 - 5 eos ¡, -
Observaciones
1. La función de S'to ke s S(v) sólo depende de la distancia
esférica al igual que todos los núcleos integrales que hemos
vi sto anteri ormente; esto sucede siempre que podemos. ap 1icar
la regla de suma.
2. S{ v) es singular del orden de lid, y una singularidad
de este tipo es siempre integrable: si P es un punto sobre
la esfera y suponemos que es el polo, en el elemento de
área da aparece un sen" que se simplifica con otro en el
denominador sin más que tener en cuenta que sen ~= sen"
2 e o s-!!-
3. Una vez que hemos obtenido el potencial perturbador por me-
dio de la fórmula de Stokes, ¿cómo se calcula la ondulación del
geoide? (véase figura 8).
Puesto que,
F ig. 8
La componente vertical de ~ (que es la ondulación del
geoide) viene d~da por,
~ = e . '5')r -r_
Si recordamos que sobre el contorno ~rT'+T=f , enton-
ces
2 3
- (L f __r-e.óg)r 2,.. -r -
y si aproximamos ~.~"t.g obtenemos la clásica fórmula deBruns
25 =~
r r-
Por 10 que respecta a la evaluación num~rica de la fó~
mula de Stokes, decir que la integral se calcula fundamentalmen-
te discretizando y si tenemos en cuenta que la integral viene de
una suma, se escribe una suma en vez de una integral.
Existen dos maneras diferentes de discretización para
evaluar la fórmula de Stokesó o bien mediante círculos concéntri
cos centrados en el punto donde quiere evaluarse la fórmula de
Stokes, o bien mediante un cuadriculado donde la subdivisión se
efectúa según las líneas coordenadas del sistema de coordenadas
geográficas ~, A(v~ase Figura 9 ).
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Ambos métodos de discretización tienen sus ventajas
e incovenientes (puede consultarse el Cap. 2 de Heiskanen
y Moritz, 1985), pero en cualquier caso estos dos métodos
son desastrosos si yo quiero aplicar la fórmula de Stokes
sin ninguna modificación: el motivo es. que la función de
Stokes no tiende a cero cuando nos alejamos del punto de
integración. Esto quiere decir que la influencia de todas
las áreas se deja sentir aún cuando nos alejamos. Así pues, en
línea de principio, cada vez que queremos calcular el potencial
perturbador en un punto P debemos hacer una integración sobre -
toda la superficie de la Tierra. (Es necesario observar sin em-
bargo que, puesto que la influencia de las zonas lejanas es me-
nor que la de las zonas próximas, el tamaño de los bloque utili
zados en la discretización podrá ser mayor a medida que nos
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alejamos de P.)
Ahora se plantea el
que para eviluar la fórmula
en hacer una integración· sobre
hacer?
siguiente problema:
de Stokes no podemos
todos los bloques ¿qué
puesto
pensar
debemos
La idea. es hacer un truncamiento pero combinado
con el hecho de que en la actualidad tenemos un cierto conoci-
miento del potencial perturbador T, es decir, disponemos
de un .odelo de potencial que no es otra cosa que un desarrollo
en serie truncado de la forma[Tn Y en el cual. hemos estimadom nm
Tnm hasta un cierto grado.
Actualmente existen algunos modelos fiables hasta
n=180 y se está trabajando para llegar al grado n=360: Aproxi-
madamente el número de incógnitas implicado en un modelo
es del orden de n2, de tal forma que si n=180 hay unos 40.000
coeficientes. Además existen mé t od o s muy eficaces y rápidos
para e v a 1uar esta serie truncada.
Hoy por hoy existe mucha literatura sobre est~ tema
del truncamiento de la fórmula de Stokes, que ya se inició en
tiempos de M.S.· Molodensky. Entre los diferentes métodos vaya
presentar uno que es bastante racional pues hay en el una cier t a op
timización: en vez de truncar de cualquier modo, se hace de tal
forma que el error introducido se minimice. Por su importancia
dedicaremos el capitulo siguiente a esta cuesti¿n.
78 F. S •• s Ó
4. TEORIA DEL TRUNCAMIENTO CON OPTIMIZACION PARA LA FORMULA DE
STOKES (L. SJOBERG)
El problema es obtener una estimación del potencial
del tipo,
If
+[qnl1g1nmYnm(P)
o "',,,,,,
(20)
donde,
SN($) = función de Stokes oportunamente modificada;
(J = 'cap' e s f é r i c o de rad io$ocentrado en el punto de evaluao
ción P;
"go(Q)= a noma 1 í.a.s de 1a gravedad medidas en 1 a zona de inter~s;
"gl nm coeficientes de un modelo completo de grado N;
qn parámetros de optimización del truncamiento.
Observaciones
l. Puesto que vale la identidad, con T y ~g los valores teóricos
del potencial perturbador y la anomalía de la gravedad,
(21 )
.••.
(recordamos que (2n+l)Pn(cost¡¡) =L_Ynm(PlYnmlQ)),- ...
en (20) es natural elegir,
,.¡
SN(v} = S(v) -Lqn(2n+l)Pn(CQSV).
o '"
2. Entre las diversas formas de truncamiento, la (20) tiene la
ventaja de que sólo requiere el cálculo de la función de -
St o k e s. m o d if i e a d a y n o el c á 1c u 1o de l1g o(Q )- l1g 1 (Q) con "g 1
obtenida del modelo.
Teniendo en cuenta que 6go,6g1 # 6g (teórico), y si
designamos por1.= 6go_6g, "11nm= 6g1nm- 6gnm, 0r = 0\00 defini
mos un error de estimación puntual para (20) de la forma,
r-T=_1_íSAgdO+Lq691 y -
4 rt Ja: N o "'",_ n nm nm
•
_1_ r SN A 9 do - _1_} SN 69 do - [ qn
41\ J 4n. ti". ••• ,_
11". r
e = _1_ r SN"1 da
O 4 11. J O
0".
e = _1_ J S Agdo
r 4 n Na;.
el = t...t_qn 11nm y nm
o - ••••
Definimos además un error cuadrático medio global como
2 2 1 f 2~ =E( '1 )=- '1
T 4 rt. T
rr
Observamos que e r es puramente determinístico, de tal
forma que si suponemos
El e J -1-1 SNE ["lO] do Oo 4n. ~
,¡ '"
E [el] [.L..qnE ["'l1 nm] Ynm O
o .••..'"
se sigue que,
E[e e 1 = E[ele 1= O.o r r
Sobre el comportamiento estocástico de,O y11nm, hace
mos tambi~n las siguientes hipótesis:
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(Si '10 es rui do bl anca se ti ene Con = const.)
2. E ("1, nm1, 1k ; = el n Ónt· ómk;
los e'n son las denominadas "degree error variances" estu-
diadas por Rapp y otros.
Además supondremos
esto último está justificado si se usan datos locales (por
ejemplo, nacionales), porque aunque estos también entran en
la estimación del modelo (es decir de ~glnm)' constituyen
solo una pequeña parte.
Bajo todas estas hipótesis se tiene,
donde,
'f 2__ 1_ 1da
}OO-411 P
rr
_1 Jda
4 n P
r:r
1 J--{ da
(4rt)2 ¡j Q
r
P1:¿ = ~Jdap {[ ~2e1nYnm(P)Ynm(-P)1
O'" ""1"""
Ñ
[""q~ C1n(2n+l)
o
Observación. Para los cálculos posteriores queremos utilizar la
forma espectral de la operación de convolución sobre la esfera,
es decir: si
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entonces
A este fin conviene introducir las funciones,
y sus representaciones espectra1es,
~N(") =[ S (2n+1) Pn(COSV)-n
5N(" ) =[5n(2n+1) Pn(COSV).
Puesto que,
00
~N + 5 N = S N ( i(¡) = [ S n ( 2 n + 1 ) P n ( e o s V )
r..¡:o
-qn n o. 1
( 1 2 < n < N )Sn n:T - qn
1
n:I
12 f. Susó
~~ tiene obviamente que
~n + Sn = Sn
y por consiguiente basta con calcular Sn En particular,
~ n
s, 2 J SN(v) Pn(cosv) senvd v = 2j SN(v) Pn(cosv) sen e d v =
2{·S(' 1 e,(""1 senv '" -t (:'JI (m' le, (cos vl sen d ,ll21.' 1 q]
-r. o e ,v. '.
r{
bn(.¡,O)-[a1nq1
o t
Tanto 105 coeficientes bn (que son esencialmente los
coeficientes de truncamiento de Mo10den5ky) como los a1n, pue-
den calcularse eficientemente mediante fórm~¡'as recursivas.
Reagrupando todas las cantidades que nos han aparecido
en forma vectorial tenemos,
q = (q,: l=O ...Nl , p=(p,=q" 1 =O ...N; p,=O, l>Nl
s s l- n s-s
diag ((2n+l)e lon
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di a9 {(2 n+ 1) a¿n)
Podemos entonces escribir,
"t 2 +
'1 = q C1 q
+ 2 -+,,-
p C1 P , ;!r = S t... S
y
'f'J. __ S+C S +
~ _ 0- + 5+ z: S + q C1 q
es decir,
Teniendo en cuenta que ~ = P = diag (1 l=O._N; O, l>N)a q N
se obtiene el sistema de ecuaciones normales,
= . P N ( 1-A )+ e O (b O -b (Vo )) + P N A +I:b ("o )
Determinado q se puede calcular el error l2correspo~
diente.
Observación final
Como hemos dicho b(~) y A pueden calcularse de una vez
para siempre para diversos valores de Vo (vD= 1°, 2°, 3°, 4°, 5°).
Por tantol resulta función de '¡'o' y puede ser calculado para los
mismos valores de vO. Se puede además elegir el valor de O para
el cuall es menor que un cierto valor establecido a priori.
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5. PROBLEMA GRAVIMETRICO ESCALAR y PROBLEMA GRAVIMETRICO
CON CONTORNO FIJO
Vamos a ver ahora una cosa que habíamos prometido
anteriormente; se trata de ver que, al contrario de lo que
se creía hace poqulslmo tiempo, en 1a literatura geodésica
hay dos problemas de contorno conceptual mente diferentes,
que eran confundidos uno con el otro y que a los dos se
1e s denominaba problema de MolodenSky.
Entre 10 que podemos ver en el libro de He í sk ane n
y Moritz y 10 que aqu1 hemos visto hay una diferencia sustan-
cia1. La diferencia es que se trata de un problema con
un número diferente de incógnitas y de datos. En el problema
de MolodenSky, como tratado en el libro que hemos citado,
no interviene la desviación de la vertical. ¿Cómo puede
suceder esto?; sucede porque implícitamente se ha hecho
una aproximación muy fuerte. Por ejemplo, si consultamos
de nuevo este libro, cuando se define el teluroide se dice:
dado un punto P sobre la superficie física de la Tierra,
se define el punto Q sobre el te1uroidi como aquel punto
que está sobre la normal al e1ipsoide que pasa por P y verifica
ú(Q)=W(P) (véase figura 10).
suponiendote1uroide
Definido
estamos
así el
implícitamente que conocemos
las coordenadas q e o dé s t c a s ('/,).)
( ~, Al del punto P. Pero esto
no tiene nada que ver con Fig.10
10 que suponíamos en el problema de Mo10densky vectoria1
cuando 10 habíamos definido (véase Cap. 2)
P1 anteando 1as cosas de éste modo, suponemos que
en P conocemos las coordenadas geodésicas (~,l), el potencial,
el .ódulo del vector gravedad y tratamos de encontrar 1a
altitud elipsoídica h y el potencial en el exterior. Este
problema as; definido s~ denomina "problema gravimétrico
escalar".
mente
Pero, ¿cómo es
diferentes hayan
posible que dos problemas conceptua1-
sido confundidos en uno solo? La
'r.~l •••• 4. c•• t.r.. ... .5
-respuesta es que si nosotros linea1izamos este problema
escal ar y pasamos a 1 a esfera nos encontramos de nuevo con
el problema de Stokes. Veamos esto brevemente.
Con la definición que hemos dado de te1uroide
en primer orden de aproximación tenemos
W(P)=ü(Q)=W(Q)-y ~
con S anomalía de la altitud tal y como se define en el libro
de Heiskanen y Moritz. De esta ecuación se obtiene directamente
la conocida_ fórmula de Bruns,
~ =T / y
Aná10gamente
9 ( P l= 9 ( Q ) + ffi\= y ( Q ) - ~h • 9 T +: fi ~
donde ~h vector unitario en la dirección de la normal al
e1ipsoide. Entonces,
g{P)-Y(Q) = llg = -e .'l"Ft-b.2--h ah y
donde ahora llg es la anomalía de la gravedad.
En aproximación esf~rica,
a r / a r
a y
Th -y
-2
r
y se ve claramente que de nuevo )legamos al problema de
Stokes.
Evidentemente no
en el libro de He i sk an e n y
desde el punto de vista
incógnitas, las incógnitas
ambos casos la resolución
de la fórmula de Stokes.
es erróneo 10 que está escrito
Moritz, pero si es otro problema
conceptual: cambia el nümero de
y los datos. Sin embargo, en
numérica se realiza por medio
Una última reflexión importante sobre este problema,
surge si nos preguntamos hasta que punto tiene sentido decir
que conocemos ("xl sobre la superficie terrestre. En realidad,
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si a t r a v é s de redes q e o c é s t c a s podemos determinar (~,A)
o no, la cosa no nos interesa mucho, porque el problema
graviml'!trico escalar tal y como lo hemos planteado es intere-
sante para describir problemas cinemáticos en los' cuales
el problema no es tanto determinar J sino ~f . Puesto que pa-
ra muchos de estos problemas es razonable suponer que el movi-
miento se realiza a 10 largo de la vertical, es claro que
en estos casos podemos tomar ($,>') como datos.
Finalmente, por medio de GPS y gravimetría es
posible actualmente conocer el punto en el cual se hace
la medida. Es decir, podemos suponer que S es conocida y
que sobre esta superficie conozco el módulo de la gravedad.
en
los
el
cuestión es determinar elCon estos datos
potencial gravitatorio
se denomina "problema
debido al carácter no
es dificil de resolver.
exterior de S. Este problema
f i j o" , y
gravedad,
gravimétrico con contorno
lineal del módulo del v e c t o r
6. PROBLEMAS DE ALTIMETRIA-GRAVIMETRIA
Lo que voy a presentar ahora
actuales e importantes, pues ofrecen una
es el problema de contorno de la geodesia
que la del problema de Molodensky: son los
mas de altimetría-gravimetría.
son dos problemas
imagen de lo que
física más realista
denominados proble-
Un radar-altímetro es un radar direccional montado
sobre un satélite, el cual se orienta y envía un haz de ondas
hacia la tierra. Sobre la superficie del mar, este haz retorna
a lo largo de la normal hasta el satélite (véase Figura
11) .
altitud H
forma
delmedimos
s a t é l t t e
Si
1 a
de esta
sobre 1 a superficie
conocemos
satélite
del
1 a
mar y además
distancia del
al centro de la Tierra, podemos
determinar la e l t i t uc del F i g. 11
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mar sobre el elipsoide teniendo en cuenta que
h + H~ h
P
Con la radar-altimetría se puede determinar la
superficie de los océanos con una precisión promedio del
orden de los 15 cm.
Podemos ahora hacer dos hipótesis:
1) conocemos por via geofísica la desviación entre
c i e del mar y el q e o i d e ; es decir, conocemos la
topográfica del mar ('sea surface topography'). En
1 a superfi·
superficie
este caso,
h = TIP y
y sobre el mar conocemos T;
11) Si no conocemos la corrección anterior, o no la conocemos
con la suficiente precisión, supondremos que sobre el mar
ha sido medida la gravedad g(P) por medio de gravimetría
marina. En este caso, en el punto P tenemos,
6g = 9 ( p) - T ( P )
y
!1.H'TI-y(P)=~"T
y en aproximación esférica,
Dependiendo de que hagamos una u otra hipótesis,
tendremos dos problemas de contorno diferentes y que se
llaman de altimetría-gravimetría. Concretamente,
Problema de altimetria-gravimetría
Datos I
sobre tierra:
sobre mar
Q I S' W
S, W
Incógnitas so b r e t ie r r a S, Y e 1 po ten e i a 1 W e n e 1 e x ter io r;
Problema de altimetría-gravimetria 11
¡sobre tierra: Q S' W
Datos
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Incógnitas: sobre la tierra S, y el potencial W en el exterior.
Con la técnica que hemos presentado al estudiar
el problema de Molodensky vectorial, los problemas linealiJados
{en aproximación esférical de estos problemas son respectiva-
mente:
,.,T o en ¡¡
sobre el marProblema 1 TIS= f
~rT'+T1L= g sobre tierra
6T o en ¡¡
Problema 11 T' 1 S = f
~rT'+TIL=g
sobre e 1 mar
sobre tierra
donde g es sustancialmente en ambos casos la anomalía de la gr~
vedad y
{
=Yh en el problema
f p
= 6g{Plen el problema 11.
Como vemos, en ambos casos se trata de problemas
de contorno mixtos. En todo 10 que sigue supondremos que
se han llevado a cabo la correspondientes reducciones a
la esfera, y consideraremos entonces los problemas de contorno
anteriores sobre la esfera.
Examinemos ahora la unicidad de solución de estos
problemas para un recubrimiento "pequeHo" de Tierra.
Problema
Supongamos que hH~{al tal que,
,.,T = O fuera de la esfera
TI S = O
T'+2TIL= O
sobre e 1 mar
sobre tierra.
En este caso tiene sentido la integral,
Probleeas de CORtorao 000 89
o =lJ T (T• + 2 T )d o =[( 1-1 )T ~ mW¡r (,.....
es decir,
(22)
Además,
< _1_\T2do. ~_ído = pllTI12 (23)
4 n JL 4 n Jl
donde hemos designado por p el porcentaje de tierra --1_) do.
4" L
También se tiene de forma elemental que,
2 1 S= 11T 11 - L y 2 (Q) do
4n L- 1m Q
pero, recordando la regla de suma tenemos
[. Yfm(Q) = 3P1(O) = 3
"'"
y por consiguiente,
\" T 2 2. 3 P 11T 112L 1m
"'"
Entonces se puede escribir,
T 6O + [ T~ m 2. 4 P IJT ¡¡ 2 = 4 P ( ~o+ [, T im + I! T r 112 )- '""
o equivalentemente,
T 20O + [ T 2 < ~ 11T 112""\ 1m-1_4p r
(24 )
11I
donde T r = Lt.llm y 1m
%,
De (23) Y (24) tenemos para T 00 1a sigui ente e s t-í ma-
e i ón ,
T ~ 02P 11T 1122P (T ~ O+~>i m+ 11T r 112) 2
2
< (~ + p) ITr"2- 1-4p
-P-IITr"2.1-4p
Por otra parte de (22) se deduce
T2 >IIT 11200 - r
y se ve e nt on c e s'tqu e para -p- < 1 (e.d, p<20%) Tr=O y por c o n s í
l-4p
guiente también TOO=Tlm=O.
Finalmente, podemos concluir que si_el porcentaje de
tierra es menor que el 20%, el problema 1 admite una única solu
e i ó n ,
Problema 11
Supongamos ahora que T'eL2(a) y que
óT = O fuera de 1a esfera
Al igual que en el caso anterior queremos deducir que
T=O. Ahora nuestro punto de partida es la identidad integral,
J. T'(T'+2T)da= O.
cr
La función T que es armónica fuera de la esfera pode-
mos expresarla en la forma
T =LTlm
1.,"'"
'r.~l •••• 4. c••t.r.. ... 9.
""
y derivando con respecto a r obtenemos sobre la esfera
T' - L (1+1lTlmVlm·
l,_
Entonces,
J T' (T'+2Tlda=L(12-1 lTl~
(j e, •.••.
de don~e deducimos que,
CD t
"T2 =[\ ( 12 -1 )T 2
00 L_ 1n.t. -f. m
Por medio de la desigualdad de Cauchy-Schwartz obtene
o
(25)
mos sucesivamente,
<\_1_JV2.-1-IIT'1I2
-L4rt 1m 4
"'" L
donde T'r
e
-) LIW\.(1+1lTlmYlm.
~ -(
De la última desigualdad se deduce
(26 )
y entonces de la primera
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Ahora bien de (25)
00 t
L[~1+1)(1-1- .z.; 1 -~) Tfm.s.o.
l.~l. -t 1 - 4 P 1 - 4 P
1Un simple cálculo algebraico demuestra que si P<7
(p<14.7%),
(1-1- -p- 1 - -P-l> O ,l)..t
1-4p l-4p
y por tanto Tlm = O para 1>2; según (26)
en este caso las componentes Toa y T1m.
el problema de altimetría-gravimetria 11
solución.
también son cero
Luego si p<14.7%
admite una única
el 11
P u e 's-t o
es válida
que tanto para el problema
la alternativa de Fredholm, de
como para
la unicidad
de solución se sigue también la existencia bajo las condiciones
mencionadas.
Natualmente la condición que nemos obtenido para
el problema 11, por ejemplo, no es cierta para el planeta
tierra. Sin embargo si nos limitamos a un cierto área como
España la condición ciertamente se satisface. De este modo,
si fuera de un 'cap' que englobe el área de interés supone-
mos conocido 6g mediante un modelo global de potencial,
estamos en una situación en la cual tenemos un planeta con
un porcentaje de tierra inmersa relativamente pequeño.
Finalmente veamos como se puede tratar numéricamente
el problema II. En ESte problema tenemos,
T' = g sobre el mar
T'+2T = f~ T' = f-21 sobre tierra
Introduzcamos 1 a s funciones,
= { :
sobre el mar
~ =[0
sobre el mar
'X-m
sobre tierra t 1 sobre tierra.
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Entonces podemos englobar las dos condiciones de con-
torno en una sola de la forma,
Así pues, estamos ante el problema de Hotine y podemos
escribir,
T (27)
donde por H hemos designado el operador integral con núcleo ld
función de Hotine. Claramente la ecuación (27) es una ecuación
integral para T que se puede resolver num~ricamente: en una pr~
mera etapa podemos obtener T sobre tierra y finalmente por me
dio de la representación (27) T sobre todo punto.
El problema 1 puede tratarse con m~todos análogos y
ambos problemas pueden estudi arse gl oba lmente, si n 1imi taci o n e s v.
pero para obtener resultados vilidos es necesario previamente
modificarlos.
9~ f. Sans'
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